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RESUMEN
Estabilidad de los Puntos de Equilibrio de un Modelo
Matemático para el Tratamiento de Tumores con la Técnica de
Viroterapia
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= kNV − δI
dV
dt
= αI − ωV
Este sistena describe la interacción de las poblaciones siguientes
N(t): población de células no infectadas del tumor.
I(t): población de células infectadas del tumor.
V (t): población de virus.
cuando se somete un tumor al tratamiento de Viroterapia.
El objetivo de este trabajo, es determinar la estabilidad según Liapunov, de los puntos
de equilibrio del sistema (P ), utilizando la parte real de los autovalores de la matriz
Jacobiana.




Stability of the Equilibrium Points of a Mathematical Model for the
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= kNV − δI
dV
dt
= αI − ωV
This system describes the interaction of the following populations
N(t): uninfected tumor cell population.
I(t): infected tumor cell population.
V (t): virus population.
when a tumor undergoes virotherapy treatment.
The objective of this work is to determine the stability according to Lyapunov of the
equilibrium points of the system (P ), using the real part of the eigenvalues of the Ja-
cobian matrix.
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El cáncer es un término que hace referencia a un conjunto de enfermedades que
se pueden desarrollar en cualquier parte del cuerpo y que tiene como principal carac-
teŕıstica la metástasis, un proceso que consiste en la multiplicación rápida de células
anormales que invaden tejidos circundantes o se propagan a órganos cercanos. El cáncer
es una de las causas principales de muerte en el mundo: en el 2020 cobró la vida de,
aproximadamente, 10 millones de personas. Además, representa una de cada seis muer-
tes en el mundo [1].
Los tratamientos tradicionales contra el cáncer, tales como la ciruǵıa, la quimio-
terapia o la radioterapia, son incapaces de actuar de forma selectiva en las células
canceŕıgenas, provocando daño en los tejidos sanos circundantes, efectos terapéuticos
bajos y múltiples efectos adversos. La investigación en tratamientos para combatir el
cáncer se ha enfocado en hacerlos más espećıficos y efectivos. Entonces, surge como
alternativa de tratamiento la viroterapia, que tiene como caracteŕıstica principal infec-
tar de forma selectiva las células tumorales con virus, que mediante mecanismos que
involucran la replicación viral y la estimulación del sistema inmunológico anticáncer
provocan la muerte de las células tumorales. Estos virus utilizados para el tratamiento
del cáncer son denominados virus oncoĺıticos [2].
La interacción de las células tumorales con el virus oncoĺıtico y la respuesta in-
munitaria forman un sistema dinámico complejo que se puede representar y describir
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales como un problema en la dinámica de
poblaciones. Entonces, el resultado de la viroterapia depende de las interacciones entre
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las diversas poblaciones implicadas. El modelado de la cinética de la viroterapia puede
ayudar en el diseño de protocolos terapéuticos mejorados, aśı como en la comprensión
del resultado de tal terapia [3].
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1 Preliminares
Comencemos introduciendo algunas nociones básicas para el estudio de la estabili-
dad de ecuaciones diferenciales ordinarias, que son indispensables en el desarrollo del
presente trabajo.
1.1. Conceptos básicos y Ecuaciones diferenciales
Teorema 1. Teorema del valor intermedio
Sean a, b ∈ R tal que a < b y f : [a, b] −→ R una función continua que satisface
f(a) < c < f(b). Entonces existe x ∈ (a, b) tal que f(x) = c.
Demostración. Ver [10] pag. 91.
En adelante, vamos a considerar Ω ⊆ Rn abierto y f ∈ C1(Ω), a los que asociaremos
la ecuación diferencial
x′ = f(x) (1.1)




Definición 1. Consideremos φx0(t) : I(x0) −→ Ω la solución de (1.2), donde I(x0)
es su intervalo maximal. Sea D = {(t, x); x ∈ Ω, t ∈ I(x)} ⊆ R × Rn, la función
φ : D −→ Ω, definida por φ(t, x) = φx(t) es llamada flujo asociado a (1.1) .
Definición 2. Se dice que el punto xe ∈ Ω es un punto de equilibrio de (1.1) si
f(xe) = 0. El punto xe también es denominado punto singular o estado de equilibrio.
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Definición 3. Un punto de equilibrio xe ∈ Ω es llamado punto de equilibrio hi-
perbólico si todos los valores propios de la matriz Df(xe) tienen parte real distinta a
cero.
Definición 4. El sistema lineal x′ = Ax, donde A = Df(xe) es denominado lineali-
zación de (1.1) en xe.
Definición 5. Un punto de equilibrio xe de (1.1) es llamado sink (sumidero) si to-
dos los valores propios de la matriz Df(xe) tienen parte real negativa. Se denominará
source (fuente) si todos los valores propios de la matriz Df(xe) tienen parte real
positiva. Si la matriz Df(xe) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y
al menos un valor propio con parte real negativa, el punto de equilibrio xe se denomina
saddle (silla).
Definición 6. Sea xe un punto de equilibrio de (1.1) y φ el flujo asociado a (1.1).
Decimos que xe es un punto de equilibrio estable de (1.1) si para todo ε > 0 existe
δ > 0 tal que |x− xe| < δ y t ≥ 0 tenemos que |φt(x)− xe| < ε.
De no cumplirse lo anterior, diremos que la órbita φ(t) es inestable.
Definición 7. El punto de equilibrio xe es llamado asintóticamente estable si es




Teorema 2. Sea Ω ⊆ Rn abierto, f ∈ C1(Ω) y xe un punto de equilibrio hiperbólico
de (1.1) x′ = f(x). Se cumple:
a) Si todos los autovalores de la matriz Df(xe) tienen parte real negativa, entonces
el punto xe es asintóticamente estable.
b) Si la matriz Df(xe) tiene al menos un autovalor con parte real positiva, entonces
xe es inestable.
Demostración. Ver [6] pag. 138.
11
1.2. Dinámica de poblaciones
En esta sección, se expondrán modelos que describen el crecimiento de la población
de una especie y el crecimiento de las poblaciones de dos especies que interactúan.
1.2.1. Modelo Malthusiano
El modelo poblacional de Malthus establece que la tasa de crecimiento del número
de individuos de una población es constante y proporcional al tamaño de la población
en cada instante de tiempo. Aśı, denotando a la población de una especie por x(t) y su














1.2.2. Ley de Acción de Masas
Considerando dos especies, una depredadora y otra presa, la Ley de acción de masas
plantea que la tasa de crecimiento del número de individuos depredadores es propor-
cional al producto del número de individuos depredadores por el número de inviduos
presa. Si denotamos a la población depredadora por y(t) y a la población presa por
x(t), la interacción entre dichas especies se puede describir con el producto αxy, donde
α > 0.
De manera similar, en Epidemioloǵıa, la tasa de propagación de una enfermedad es
proporcional al producto del número de individuos susceptibles por el número de indi-
viduos infecciosos.
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1.2.3. Modelo de Lotka-Volterra
Este modelo describe la dinámica entre una especie depredadora, denotada por y(t),
que para sobrevivir necesita de otra especie, llamada presa y denotada por x(t). Esta
segunda especie, puede sobrevivir sin necesitar de la otra especie.
En el caso en que no existiera la especie depredadora, se asume que la especie
presa creceŕıa según el modelo Malthusiano con una tasa α, donde α > 0. Pero dada la
existencia de la población depredadora, se supone que el crecimiento de la especie presa
se ve afectada según la Ley de acción de masas, lo que denotaremos por −βx(t)y(t),
donde β > 0. Entonces, tenemos la primera ecuación diferencial
dx
dt
= αx− βxy (1.5)
Respecto a la especie depredadora, en ausencia de la especie presa, se supone que su
decrecimiento es descrito por el modelo de Malthus con una tasa −λ, donde λ > 0. En
presencia de la especie presa, se considera que el crecimiento del número de individuos
depredadores es descrito por la Ley de acción de masas, que se denota por γx(t)y(t),
donde γ > 0. Aśı, tenemos la segunda ecuación diferencial
dy
dt
= −λy + γxy (1.6)






= −λy + γxy
(1.7)
1.2.4. Modelo Loǵıstico
Este modelo, propuesto por Verhulst, plantea que el crecimiento de una población
que denotamos por x(t) se da según Malthus, pero considera además un decrecimiento




= αx− βx2 (1.8)
Considerando x(t0) = x0, la ecuación (1.8) tiene por solución
x(t) =
αx0
βx0 + (α− βx0)e−α(t−t0)
13






Si denotamos K =
α
β







cuya solución en término de K es:
x(t) =
Kx0
x0 + (K − x0)e−α(t−t0)
1.2.5. Ley de Gompertz
La ley de Gompertz se utiliza principalmente para representar el crecimiento de
tumores sólidos. Los problemas de lidiar con una geometŕıa complicada y con el hecho
de que las células en el interior de un tumor pueden no tener fácil acceso a los nutrientes
y al ox́ıgeno se simplifican asumiendo que la tasa de crecimiento disminuye a medida















e−βt0 := K (1.12)























2.1. Descripción del crecimiento tumoral sin trata-
miento
Antes de enfocarnos en algún modelo matemático que describa la técnica de Viro-
terapia, primero debemos estudiar el crecimiento de un tumor sin tratamiento.
En general, el crecimiento de tumores no tratados es bien descrito por la función de
Gompertz, pero en nuestro caso, los datos experimentales de estudios de mieloma
múltiple en ratones son mejor ajustados por el modelo de Bertalanffy-Richards (lla-
mado también modelo Loǵıstico generalizado), como se puede apreciar en la siguiente
imagen [3].













, x(0) = x0 (2.1)
donde
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x(t) es la población de células del tumor.
g
ϵ
es la tasa de crecimiento del tumor. Además g, ϵ > 0.
K > 0 es la capacidad de soporte.
La solución de la ecuación (2.1) es.
x(t) =
x0





Comprobaremos que, en efecto, (2.2) es solución de (2.1)




























ρϵ + (1− ρϵ)e−gt
]
(2.3)














ρϵ + (1− ρϵ)e−gt
(2.4)













Es decir, la ecuación (2.2) es solución de (2.1).
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2.2. Hipótesis del modelo matemático para el tra-
tamiento de tumores con viroterapia
En adelante, utilizaremos la siguiente notación para las poblaciones que intervienen
en nuestro modelo
N(t): población de células no infectadas del tumor.
I(t): población de células infectadas del tumor.
V (t): población de virus.
Las suposiciones que consideraremos en la dinámica de las poblaciones antes men-
cionadas son las siguientes:
El crecimiento de las células no infectadas del tumor será descrito por el modelo
de Bertalanffy-Richards.
El proceso de infección de las células no infectadas del tumor está regido por la
Ley de acción de masas.
La población de células infectadas del tumor y la población de virus tienen una
mortalidad que se describe mediante el modelo Malthusiano, utilizando las cons-
tantes positivas δ y ω, respectivamente.
La población de virus se reproducirá en las células infectadas del tumor a una
tasa de propagación proporcional a la población de células infectadas.
2.3. Ecuaciones diferenciales del modelo para el tra-
tamiento de tumores con viroterapia
De acuerdo a las hipótesis de la sección anterior, se darán las ecuaciones diferencia-
les que modelan el crecimiento del tumor bajo el tratamiento de Viroterapia.
1 La población suceptible, en este caso la población de células tumorales no infec-
tadas, que pasa a covertirse en infectada es proporcional al producto de la población no
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infectada por la población del virus. Es decir, la tasa de pérdida de células tumorales no
infectadas será kNV . Además, el crecimiento tumoral sin tratamiento está descrito por
el modelo de Bertalanffy-Richards. Tenemos entonces la primera ecuación que describe















2 kNV también representa la tasa de crecimiento de la población de células in-
fectadas del tumor, y δ indica la tasa de mortalidad de las células infectadas. Aśı
obtenemos la ecuación diferencial para las células del tumor infectadas con el virus.
dI
dt
= kNV − δI
3 La población de virus crece gracias a su reproducción en las células infectadas del
tumor, a una tasa constante α. Adicionalmente, ω es su tasa de mortalidad, teniendo
la ecuación para los virus como sigue
dV
dt
= αI − ωV
Con lo antes expuesto y considerando que en el instante t0 comienza el tratamiento
del tumor con la técnia de Viroterapia, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
































− kNV, N(t0) = N0
dI
dt
= kNV − δI, I(t0) = I0
dV
dt
= αI − ωV, V (t0) = V0
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donde N0, I0 y V0 son las condiciones iniciales. Las constantes N0, V0 son positivas
y I0 = 0, ya que se está considerando a t0 como el instante inicial del tratamiento.





o kNV hacen que el sis-
tema sea no lineal. En consecuencia, en las siguientes secciones se realizará un análisis
cualitativo de este modelo.
2.4. Análisis cualitativo del modelo
Empezaremos el análisis del sistema no lineal (Q) determinando sus puntos de
equilibrio y describiendo el comportamiento del sistema alrededor de dichos puntos.
































− kNV := F (N, I, V )
dI
dt
= kNV − δI := G(N, I, V )
dV
dt
= αI − ωV := H(N, I, V )
2.4.1. Puntos de equilibrio del sistema
A continuación, calcularemos los puntos de equilibrio del sistema, por lo que hare-
mos
F (N, I, V ) = 0
G(N, I, V ) = 0
H(N, I, V ) = 0





















I = 0 o N =
δω
αk
1 Si I = 0
Reemplazamos I = 0 en la ecuación (2.5). En consecuencia, obtenemos V = 0.





















N = 0 o N = K
Por lo tanto, tenemos 2 puntos de equilibrio
P1 = (0, 0, 0)
P2 = (K, 0, 0)
2 Si N =
δω
αk

























− kV = 0




























































En resumen, de lo desarrollado ĺıneas arriba, tenemos los 3 puntos de equilibrio del
sistema
P1 = (0, 0, 0)
P2 = (K, 0, 0)
P3 = (N3, I3, V3)

















2.4.2. Análisis de P3
El punto P3 no puede ser expresado de manera expĺıcita, aśı que demostraremos su
existencia y luego serán asignados valores numéricos a los parámetros que intervienen
en el modelo para obtener las coordenadas de P3.
1 Empezaremos estudiando la relación entreK y N3, lo que nos ayudará a concluir
la existencia de valores reales positivos para las coordenadas del punto P3.
Si suponemos que K < N3, entonces























lo que es una contradicción con la definición de I3.
Si consideramos que K = N3, similarmente al caso anterior, se tendŕıa que I3 = 0
y en consecuencia V3 = 0. Es decir, estaŕıamos en el caso del punto de equilibrio
P2 = (K, 0, 0).
Por lo tanto, es suficiente y conveniente asumir que K > N3.












que es continua en [0, K −N3].














Utilizando el Teorema del valor intermedio, podemos concluir que










I3 − 1 = 0
En consecuencia, existen las coordenadas N3, I3, V3 > 0 del punto de equilibrio P3.
3 Los valores de los parámetros fueron estimados con métodos estad́ısticos apli-
cados a datos obtenidos de estudios del mieloma múltiple inducido en ratones.
Los parámetros ϵ, r y K se trabajaron para datos experimentales de crecimiento del
tumor sin tratamiento, cuyos valores de mejor ajuste son [3]
ϵ = 1.65, r = 0.26d−1, K = 2139.3mm3
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Respecto a la viroterapia, los valores estimados para los demás parámetros son [3]
δ = 0.703d−1, ω = 0.285d−1, k = 0.104mm−3d−1, α = 0.0015d−1
Con los valores de los parámetros del modelo obtenemos numéricamente
N3 = 1284.327mm
3, I3 = 211.725mm
3, V3 = 1.114mm
3
Asumiendo que 1mm3 equivale a 106 células [3], tenemos el punto de equilibrio
P3 = (N3, I3, V3) = (1284.327, 211.725, 1.114)10
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2.4.3. Estabilidad de los puntos de equilibrio
Empezaremos calculando la matriz Jacobiana A formada por las derivadas parciales



































Ahora calcularemos los valores propios de la matriz Jacobiana A para cada punto
de equilibrio
1 P1 = (0, 0, 0)
Reemplazando las coordenadas del punto tenemos
A12 = 0, A11 =
g
ϵ
Entonces la matriz A
























Cabe mencionar que dichos valores propios son reales y distintos a cero
Como el valor propio
g
ϵ
es real positivo, entonces el punto de equilibrio P1 = (0, 0, 0)
es inestable.
2 P2 = (K, 0, 0)
Reemplazando las coordenadas del punto tenemos
A12 = −g, A11 = −g
Entonces la matriz A


























λ+ g g kK
0 λ+ δ −kK











(λ+ g)[(λ+ δ)(δ + ω)− αkK] = 0
(λ+ g)[(λ2 + (δ + ω)λ+ (δω − αkK)] = 0





(δ + ω) +
1
2







[(δ + ω)2 − 4(δω − αkK)]1/2
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El punto de equilibrio (K, 0, 0) será estable si δω − αkK > 0 e inestable si δω −
αkK ≤ 0
3 P3 = (1284.33, 211.73, 1.11)10
6
Reemplazando las coordenadas del punto tenemos
A12 = −0.204, A11 = 0.204
Entonces la matriz A


























λ− 0.204 −0.204 133.570
−0.116 λ+ 0.703 −133.570











λ3 + 0.784λ2 − 0.265λ− 0.024 = 0




Dado que el valor propio λ3 = 0.313 es real positivo, entonces el punto de equilibrio




1. Se debe modelar primero el crecimiento del tumor sin tratamiento y escoger el
modelo que mejor ajuste los datos experimentales. En este caso fue el modelo de
Bertalanffy-Richards.
2. El problema (P ) es no lineal, pero se puede estudiar de manera cualitativa gracias
a su sistema linealizado en los puntos de equilibrio.
3. El primero punto de equilibrio, P1 = (0, 0, 0), representa la cura de la enfermedad.
Sin embargo, es un punto de equilibrio inestable.
4. El segundo punto de equilibrio, P2 = (K, 0, 0), representa el fracaso del trata-
miento, dado que el tumor alcanza la capacidad de carga K, es decir, crece hasta
alcanzar su máximo tamaño.
5. El tercer punto de equilibrio, P3, no se pudo obtener de manera expĺıcita, pero se
pudieron estimar sus valores según los datos experimentales del mieloma múltiple
inducido en ratones [3], según los cuales el punto de equilibrio P3 es inestable.
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